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問題．d(> 4) 次元 φ4 模型の繰り込み群のフロー

次の作用汎関数で記述される d 次元 φ4 模型を考える:

S[φ] =

∫
ddx

[
1

2
(∇φ)2 +

m2
0Λ2

2
φ2 +

λ0Λ4−d

4!
φ4

]
, φ(x) =

∫
|p|∈(0,Λ)

ddp

(2π)d
φ̃(p)eip·x (1)

但し，Λ(> 0) はカットオフで，m2
0 と λ0(> 0) は無次元の実数パラメータである．この理論を繰り込み群変換すると，

λ0 の1次のオーダーで次の作用汎関数が得られる:

St[φ] =

∫
ddx

[
1

2
(∇φ)2 +

m2(t)Λ2

2
φ2 +

λ(t)Λ4−d

4!
φ4

]
+O(λ2

0) (2)

但し，m2(t) と λ(t) は次式で与えられる:

m2(t) = e2t

(
m2

0 + Cλ0

∫ t

0

dτ
e−(d−2)τ

1 +m2
0e2τ

)
+O(λ2

0), C =
1

(4π)
d
2 Γ(d2 )

(3a)

λ(t) = e(4−d)tλ0 +O(λ2
0) (3b)

以下，上の結果を認めて，d > 4 の時の φ4 模型の繰り込み群のフローを求めてみよう．以下の問いに答えよ．

(i) 式(2)(3a)(3b)で定まる繰り込み群変換 Rt : S 7→ St の固定点は，(m2, λ) = (0, 0) の Gauss 固定点(無質量自由場

の理論)のみである．この固定点周りで繰り込み群のフロー方程式を線型化すると，次の連立微分方程式になる:

d

dt

(
m2(t)
λ(t)

)
=

(
2 C
0 4− d

)(
m2(t)
λ(t)

)
(4)

右辺の2次正方行列の固有値 λ1, λ2 と対応する固有ベクトル v1,v2 を求めよ．答えは次の様になる:

λ1 = 2, v1 = (1, 0)ᵀ (5a)

λ2 = 4− d, v2 = (− C
d−2 , 1)ᵀ (5b)

但し，ᵀ は転置を表す．d > 4 では λ1 が正で，λ2 が負になる事に注意．

(ii) 線型近似(4)の範囲で Gauss 固定点近傍の繰り込み群のフローの概形を図示せよ．また，臨界面 Scr と renormal-

ized trajectory S∞ は2次元 (m2, λ) 平面の次の部分空間で与えられることを示せ:*1

Scr =

{
(m2, λ) : m2 +

C

d− 2
λ = 0

}
(6a)

S∞ =
{

(m2, λ) : λ = 0
}

(6b)

(iii) 固有ベクトル(5a)(5b)に対応する固有汎関数 O1,O2 を次の様に定める:

O1 =

∫
ddx

[
1 · Λ2φ2(x)

2
+ 0 · Λ4−dφ4(x)

4!

]
(7a)

O2 =

∫
ddx

[
− C

d− 2
· Λ2φ2(x)

2
+ 1 · Λ4−dφ4(x)

4!

]
(7b)

*1 ヒント: 今の場合，臨界面は v2 で張られる1次元空間，renormalized trajectory は v1 で張られる1次元空間である．
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このようにして定義された O1,O2 を用いると，繰り込み群変換した理論(2)は Gauss 固定点近傍では次の様に書

ける事を示せ:*2

St[φ] = S∗[φ] +
2∑

n=1

gn(t)On with gn(t) = gn(0)eλnt (8)

但し， S∗[φ] = 1
2

∫
ddx (∇φ)2 は Gauss 固定点での作用で，gn(0) は次式で与えられる:*3

g1(0) = m2
0 +

C

d− 2
λ0 (9a)

g2(0) = λ0 (9b)

*2 ヒント: 式(2)を (m2
0, λ0) = (0, 0) 周りで線型近似した表式と式(8)が一致することを示せば良い．式(3a)を (m2

0, λ0) = (0, 0) 周りで線形化

すると次の様になることを使う:

m2(t) = e2t
(
m2

0 + Cλ0

∫ t

0
dτ e−(d−2)τ

)
=

(
m2

0 +
C

d− 2
λ0

)
e2t−

C

d− 2
λ0 e

(4−d)t

*3 d > 4 では g1 が relevant パラメータで，g2 が irrelevant パラメータである．従って，この g1 が臨界温度 Tc を基準にして測った無次元化

した温度 τ = (T − Tc)/Tc と同一視される．(Ginzburg-Landau 理論での温度の導入の仕方とは異なることに注意．) 実際，条件 g1 = 0 は

臨界面の条件(6a)に他ならないことに注意しよう．臨界面上の理論は全て臨界温度 T = Tc 直上の理論である．
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