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問題．等温定圧分布と等温圧縮率

温度T = 1/β，圧力P，粒子数Nで指定される等温定圧集団の分配関数は

∆(T, P,N) =

∫ ∞
0

dV

V0
e−βPV Z(T, V,N) (1)

で与えられる．但し，Z(T, V,N)は温度T，体積V，粒子数Nで指定される正準分布の分配関数で，V0は体積の次元を持

ったVに依存しない適当な定数である*1．Gibbsの自由エネルギーはこの分配関数∆(T, P,N)を用いて

G(T, P,N) = − 1

β
log ∆(T, P,N) (2)

と表される．等温定圧集団に従う統計分布を等温定圧分布と呼び，等温定圧分布に従う系の体積Vは，温度T，圧力P，

粒子数Nの関数として次の様に定まる:

V (T, P,N) =
∂G(T, P,N)

∂P
= − 1

β

∂ log ∆(T, P,N)

∂P
(3)

以下の問いに答えよ．

(i) 温度T，粒子数N一定の条件の下，系の圧力Pを単位圧力増加させた時の単位体積当たりの体積変化率を等温圧縮

率と呼び，κTと記す．κTは圧力変化に対する系の応答を表す量の一つで，次式で定義される:*2

κT = − 1

V (T, P,N)

∂V (T, P,N)

∂P
(4)

等温定圧分布を用いると，この等温圧縮率κTは次の様に体積揺らぎの2乗平均で書き表せる事を示せ:*3

κT = β
〈V 2〉 − 〈V 〉2

〈V 〉
= β
〈(V − 〈V 〉)2〉

〈V 〉
(5)

但し，任意の正整数nに対して〈V n〉は次式で定義される:

〈V n〉 =
1

∆(T, P,N)

∫ ∞
0

dV

V0
V n e−βPV Z(T, V,N) (6)

特にn = 1の場合，〈V 〉は式(3)と一致して〈V 〉 = V (T, P,N)となる事に注意．

(ii) 質量mの単原子分子からなるd次元理想気体の正準分布での分配関数は

Z(T, V,N) =
1

N !

(
m

2π~2β

)d/2
V N (7)

で与えられる．これを用いて分配関数(1)を求めよ*4．

(iii) 前問の結果を用いてd次元理想気体の等温圧縮率はκT = 1/Pとなる事を示せ．

*1 V0は分配関数(1)を無次元量にする為に必要．よくV0 = 1/(βP )と選ばれるが，他の選び方もある．この問題ではV0は任意定数として扱う．

*2 定義(4)に現れる負号はκTを正定値にする為に入れた．式(5)最後の表式からκT ≥ 0が言える事に注意．

*3 ヒント: 式(3)よりV (T, P,N) = − 1
β

1
∆(T,P,N)

∂∆(T,P,N)
∂P

と書ける事，および式(6)は次の様に書ける事を使う:

〈V n〉 =
1

(−β)n
1

∆(T, P,N)

∂n∆(T, P,N)

∂Pn

最後に，〈(V − 〈V 〉)2〉 = 〈V 2 − 2〈V 〉V + 〈V 〉2〉 = 〈V 2〉 − 2〈V 〉〈V 〉+ 〈V 〉2 = 〈V 2〉 − 〈V 〉2を使う．
*4 ヒント: 次のガンマ関数の積分表示を用いると良い:

Γ(n+ 1) =

∫ ∞
0
dt tne−t = n! (n = 0, 1, 2, · · · )
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